
Вестник национального исследовательского ядерного университета
«МИФИ», 2016, том 5, No 2, с. 152–161.
УДК 517.9

О дифференциальных уравнениях, общее решение которых является
алгебраической функцией константы.

М.Д. Малых* **.
*ФНМ МГУ, **РУДН.

E-mail: malykhmd@yandex.ru.
Поступила в редакцию 03.12.2015 г.

Аннотация

Рассмотрен вопрос о численном и аналитическом интегрировании дифферен-
циального уравнения 1-го порядка y′ = f(x, y) с рациональной по y правой частью
в предположении, что его общее решение является алгебраической функцией кон-
станты. Большинство дифференциальных уравнений, интегрируемых явно в эле-
ментарных курсах, принадлежит этому классу. Его изучение в общем виде было
начато в первых работах Пенлеве как альтернатива тому, что теперь называют
свойством Пенлеве, однако затем надолго заброшено. С аналитической точки зре-
ния эти уравнения замечательны тем, что алгебраической заменой их всегда мож-
но свести к уравнению Риккати (Пенлеве, 1890 г.); более того, сказанное является
естественным завершением элементарной теории интегрирования дифференциаль-
ных уравнений. С вычислительной точки зрения они замечательны тем, что для
них можно построить разностные схемы, которые позволяют проходить подвиж-
ные особые точки решения без заметного накопления ошибки.

Ключевые слова: свойство Пенлеве, разностные схемы, дробно-линейное пре-
образование, решение в конечном виде.

1. Введение

Работы Поля Пенлеве, выполненные в 90-х годах XIX века, определили на-
правление развития аналитической теории дифференциальных уравнений
в XX веке, с тех пор достигнут замечательный прогресс как в отыска-
нии новых дифференциальных уравнений, обладающих свойством Пенле-
ве, так и в построении теории трансцендентных Пенлеве, представляющих
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решения шести дифференциальных уравнений второго порядка, облада-
ющих свойством Пенлеве и не сводящихся к ранее проинтегрированным
[1],[2],[3]. Задача об отыскании дифференциальных уравнений, обладаю-
щих тем свойством, которое теперь называют в честь Пенлеве, возникла
во второй половине XIX века в связи с задачей об отыскании «аналитиче-
ского решения» обыкновенных дифференциальных уравнений. Со време-
нем эта связь утерялась, а вместе с ней и целый ряд алгебраических идей
Пенлеве, которые, по всей видимости, могут быть очень полезны для ин-
тегрирования дифференциальных уравнений в конченом виде средствами
систем компьютерной алгебры. Для простоты и обозримости речь пойдет
об уравнениях 1-го порядка с рациональной правой частью.

В XIX веке разложения в степенной ряд рассматривали как эффектив-
ный метод интегрирования дифференциальных уравнений, метод конеч-
ных разностей стал стандартом при численном решении дифференциаль-
ных уравнений лишь в XX веке во многом благодаря развитию вычисли-
тельной техники [4]. Линейное дифференциальное уравнение

dy

dx
= p(x) + q(x)y,

коэффициенты которого не имеют особенностей на x-плоскости, допускает
представление общего решение в виде всюду сходящегося ряда по степеням
x, однако в силу теоремы Реллиха [5] общее решение нелинейного уравне-
ния никогда не представимо в таком виде. Уравнение Риккати

dy

dx
= p(x) + q(x)y + r(x)y2 (1)

допускает представление общего решения в виде отношения всюду схо-
дящихся степенных рядов. Поскольку это представление справедливо при
всех x и теоретически дает возможность вычислить частное решение при
любых фиксированных значениях x с любой заданной точностью, полу-
ченную таким путем формулу часто считают аналитическим решением, не
требующим каких-либо дополнительных изысканий. На практике вычисли-
тельные ресурсы ограничены и поэтому ожидаемая точность вычислений
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может потребовать невообразимых даже сейчас ресурсов.

Пример 1. Дифференциальное уравнение

dy

dx
= y2 + x2 (2)

подстановкой

y = −z
′

z

сводится к линейному уравнению

z′′ + x2z = 0;

общее решение этого уравнения легко пишется в цилиндрических функци-
ях

z = c1
√
xJ 1

4

(
x2

2

)
+ c2
√
xJ− 1

4

(
x2

2

)
.

Поэтому решение уравнения (2) можно представить в виде двух всюду
сходящихся рядов по степеням x. Несмотря на сходимость, при значениях
аргумента, больших 30, эти ряды бесполезны, поскольку члены ряда вы-
ходят за разрядную сетку даже на современных арифмометрах. В данном
случае это не создает большой проблемы, поскольку известна асимптотика
функции Бесселя при больших значения аргумента, они и применяются
для вычисления функций Бесселя на ЭВМ [6].

Выяснить, какие дифференциальные уравнения допускают общее ре-
шение такого вида, помогает анализ особенностей: особые точки частных
решений должны быть полюсами. Для теоретических изысканий оказалось
удобным работать в предположениях, чуть более общих, чем это было сде-
лано выше: пусть правая часть дифференциального уравнения

dy

dx
= f(x, y) (3)

является рациональной функцией y, коэффициенты которых— аналитиче-
ские функции x, имеющие некоторые особые точки. Общее решение ли-
нейного уравнения может иметь особые точки там, где особенность имеют
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коэффициенты p и q. Эти особые точки общего решения не зависят от
константы и потому их называют неподвижными. Приняв это соглашение,
можно сказать, что линейное уравнение не имеет подвижных особых точек,
а уравнение Риккати— подвижных точек, отличных от полюсов. Это свой-
ство дифференциального уравнения теперь называют свойством Пенлеве.

В 1880-х годах Лазарус Фукса доказал обратное утверждение.

Теорема 1 (Лазаруса Фукса; [7]). Дифференциальное уравнение (3) обла-
дает свойством Пенлеве тогда и только тогда, когда оно является уравне-
нием Риккати. При этом линейное уравнение рассматривается как частный
случай уравнения Риккати.

С точки зрения классификации изолированных особых точек аналитиче-
ских функций, следующим по сложности после полюса типом особенности
является алгебраическая особая точка. Напомним, что точка x = a назы-
вается алгебраической особой точкой аналитической функции f(x), если
в некоторой окрестности этой точки функцию можно представить рядом
по дробным степеням x − a, такой ряд называют рядом Пюизё [8]. Еще
Эйлер и Лагранж с успехом раскладывали в такие ряды решения диффе-
ренциальных уравнений [9],[4]. Было бы естественно перейти от уравнений,
подвижные особые точки которых являются полюсами, к уравнениям, по-
движные особые точки которых являются алгебраическими. Пенлеве, од-
нако, удалось доказать, что подвижные особые точки дифференциального
уравнения 1-го порядка всегда являются алгебраическими [10], [7], [11],
n.7-11, поэтому по локальным свойствам зависимости решения от x далее
невозможно выделить новый класс дифференциальных уравнений, кото-
рые бы можно было бы решить аналитически. Именно по этой причине
в XX веке было сделано так много для отыскания однозначных решений
уравнений n-го порядка [12] и так мало для отыскания многозначных ре-
шений уравнения 1-го порядка.

Заметим, что свойство Пенлеве не сохраняется при алгебраических пре-
образованиях переменных, а такие преобразования делаются при решении
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дифференциальных уравнений весьма часто. Желая избавиться от этого
недостатка, Пенлеве в своей первой большой работе, посвященной аналити-
ческой теории дифференциальных уравнений, выделил новый класс диф-
ференциальных уравнений— дифференциальные уравнения, общее реше-
ние которых зависит от константы алгебраически.

Теорема 2 (Пенлеве, 1890; [13]). Общее решение дифференциального
уравнения (3) зависит от константы алгебраически тогда и только тогда,
когда оно алгебраической заменой сводится к уравнению Риккати.

Свойство Пенлеве говорит о зависимости общего решения от x, а это
новое свойство — о зависимости от константы и поэтому можно сказать,
что оно «двойственно» свойству Пенлеве. Сравнив теоремы Фукса и Пен-
леве, имеем: для дифференциальных уравнений свойство общего решения
зависеть от константы алгебраически и то его свойство, которое теперь
называют свойством Пенлеве, эквивалентны.

В своих знаменитых Стокгольмских лекциях [10] Пенлеве дал обобще-
ние этой теоремы на случай уравнений, неразрешенных относительно про-
изводной и уравнений 2-го порядка. Однако среди уравнений 2-го порядка
обнаружились такие, общие решения которых можно представить в виде
отношения двух всюду сходящихся степенных рядов, но зависимость кото-
рых от константы, по всей видимости,является трансцендентной. Таково,
напр., уравнение

d2y

dx2
= 6y2 + x

общее решение которого можно представить как

y = −d
2 ln z

dx2
,

где z —целая трансцендентная функция x [7], гл. III, §7. Теперь решение
этого уравнения называют первой трансцендентой Пенлеве. Современника-
ми сказанное было воспринято как доказательство неэлементарности этой
новой трансцендентной функции и подвергнуто с этой точки зрения кри-
тике [14]. Тогда казалось, что поиск новых дифференциальных уравнений

5



высших порядков сулит скорое решение большого числа механических за-
дач, для которых отношения степенных рядов будут играть ту же роль, ко-
торую степенные ряды играют для экспоненты [15], [16]. По всей видимости
между последней работой Пенлеве [17], в которой были внесены важные
правки в первоначальное изложение, и работами Хироши Умемуры [14], то
есть между 1908 и 1990 годами, исследованию дифференциальных уравне-
ний, обладающих двойственным свойством Пенлеве, не было посвящено ни
одного исследования.

Между тем, двойственное свойство Пенлеве интересно тем, что оно — чи-
сто алгебраическое, стало быть оно дает возможность построения чисто ал-
гебраической теории классических трансцендентных функций, к которым
мы относим все трансцендентные функции, кроме трансцендентных Пенле-
ве. Хироши Умемура дал современное изложение этих изысканий Пенлеве,
представив их как версию дифференциальной теории Галуа. Впрочем, не
трудно заметить, что эта теория весьма отличается от стандартной теории
Галуа для нелинейных уравнений, берущей свое начало в работах Лиувил-
ля [18]: здесь список трансцендентных функций не требуется фиксировать
заранее — он получается сам собой из чисто алгебраических соображений.
В [19],[20] была предпринята попытка подчеркнуть это ее своеобразие, те-
перь же на примере уравнения первого порядка мы хотим показать, чем
двойственное свойство Пенлеве может быть полезно для аналитического и
численного решения дифференциальных уравнений 1-го порядка.

2. Рациональные интегралы дифференциальных урав-

нений, общее решение которых зависит от константы

алгебраически

Предположение о том, что общее решение дифференциального уравнения
зависит от константы алгебраически, может быть сформулировано различ-
ными способами, эквивалентность которых не бросается в глаза. Проще
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всего принять сразу, что дифференциальное уравнение (3) допускает ин-
теграл

r(x, y) = a0(x)
yn + · · ·+ an(x)

yn + · · ·+ bn(x)
, (4)

коэффициенты которого являются какими угодно функциями x, меро-
морфными в окрестности какой-нибудь точки x = a области G. Такое
интеграл кратко будем называть рациональным, помня, что его коэффи-
циентами могут быть трансцендентные функции x.

Можно, однако, подумать, что переход от общих решений к интегра-
лу излишне сужает класс рассматриваемых уравнений. Сделаем как будто
более общее предположение: пусть интегральные кривые дифференциаль-
ного уравнения (3) можно записать как

g(x, y, c) = 0,

где g—многочлен относительного y и c, причем степень g по c больше
первой, скажем, равна m > 1. В силу теоремы Коши через произвольную
точку (x0, y0) проходит одна единственная дуга интегральной кривой, а с
другой стороны из уравнения

g(x0, y0, c) = 0

можно отыскать m значений для c, а следовательно, и m интегральных
кривых, проходящий через точку (x0, y0). Это кажется невозможным, но в
действительности так может быть, напр., если

g(x, y, c) = g0(x, y) + g1(x, y)cm

и поэтому всем m найденным значениям c отвечает одна и та же кривая
семейства, если

g(x, y, c) = (g0(x, y) + g1(x, y)c)m

и поэтому все m значений c оказываются равными, и если

g(x, y, c) =
m∏
i=1

(g0(x, y) + g1(x, y)(c− i))
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и поэтому найденным значениям c отвечают различные составные инте-
гральные кривые, имеющие общую компоненту, которая и проходит через
точку (x0, y0). Множество всех функций, выражения для которых можно
составить при помощи коэффициентов f, g и комплексных чисел, является
полем, обозначим его буквой K. Поскольку отыскание общих множителей
не выводит за поле K, можно быть уверенным в том, что для любой точки
(x0, y0) найдется единственная проходящая через нее интегральная кривая

h(x, y) = 0,

заданная неразложимым многочленом из K[y], такую кривую дальше бу-
дем называть неприводимой.

В алгебраической геометрии однопарметрическое множество кривых на-
зывают пучком. Если связь с параметром дается системой алгебраических
уравнений, то пучок называют алгебраическим. Если к тому же через про-
извольную точку проходит одна единственная кривая, то пучок называют
рациональным, а первейшая теорема теории пучков кривых на плоскости
утверждает, что рациональный пучок является линейным, то есть пара-
метр c можно выбрать таким образом, что кривые вырезаются на плоско-
сти уравнением

g0(x, y) + g1(x, y)c = 0.

Предположение о том, что интегральные кривые образуют алгебраический
пучок

g(x, y, c) = 0

в силу теоремы Коши неизбежно приводит к существованию рациональ-
ного пучка интегральных кривых, а следовательно и линейного. В таком
случае

g1(x, y)

g0(x, y)

является рациональным интегралом уравнения (3) и мы пришли к тому
предположению, которое казалось более узким.
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Замечание. Упомянутая теорема о линейных пучках обычно формули-
руется для алгебраических кривых, то есть в предположении, что g яв-
ляется многочленом и по x. Однако все построения легко переносятся на
кривые, левые части которых принадлежат K[y]. На самом деле доста-
точно рассмотреть эти кривые как точки на проективной прямой P над
K и воспользоваться безымянной теоремой, которая обычно предшествует
доказательству теоремы Люрота, [21], n. 5: если на проективной прямой
задан алгебраический ряд Σ групп, состоящих из n точек, причем общая
точка прямой принадлежит одной единственной группе, то ряд Σ является
линейным, то есть его группы можно описать при помощи уравнения вида

f(x) + λg(x) = 0,

где f и g – заданные полиномы степени n, а λ – переменный параметр.

По всей видимости, любая другая трактовка предположения о том, что
общее решение уравнения (3) зависит от константы алгебраически, ведет
к существованию рационального интеграла r(x, y), коэффициенты которо-
го являются какими угодно функциями x, мероморфными в окрестности
какой-нибудь точки x = a области G.

3. Численное интегрирование дифференциальных

уравнений, общее решение которых зависит от

константы алгебраически

Как уже отмечалось выше, разложения в ряд не является эффективным
решением дифференциальных уравнений. Maple открывает доступ в боль-
шую библиотеку высших трасцендент, при помощи которых в ряде случае
общее решение частных уравнений Риккати удается выразить явно. Тем не
менее, напр., несложное на вид уравнение

dy

dx
= y2 + (x3 + 3x+ 1)y + x2
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решено не будет. Желая нарисовать графики частных решений этого урав-
нения, мы едва ли станем искать его решение в виде отношения степенных
рядов. Вместо этого мы воспользуемся методом конечных разностей.

3.1. Интегрирование уравнения Риккати

Метод конечных разностей возник в работах Эйлера как раз в связи с
уравнением Риккати, которое безуспешно пытались решить в квадратурах
на протяжении всего XVIII века [22]. Чтобы отыскать решение начальной
задачи 

dy

dx
= f(x, y),

y|x=0 = y0

(5)

методом конечных разностей, разобьем рассматриваемый интервал изме-
нения переменой x = x0...h на отрезки с шагом ∆x и вычислим приближен-
ные значения y = yn решения задачи (5) для уравнения Риккати в точке
xn = x0 + n∆x по схеме

yn+1 − yn
∆x

= f(xn, yn),

именуемой теперь схемой Эйлера. Для сравнения на рис. 1 изображены
точное решение задачи

y′ = 1 + y2, y|x=0 = 0 ⇒ y = tanx (6)

и приближенное, найденное по схеме Эйлера. Точное решение имеет по-
движный полюс при x = π

2 , поэтому вычисления по схеме Эйлера мы вы-
нуждены остановить на подходе к этой точке, причем точность при при-
ближении к особой точке падает. Эйлер счел это фатальным недостатком
метода.

«Погрешность при этом вычислении происходит оттого, что на
протяжении каждого отдельного промежутка обе переменные x и
y сохраняющими свои значения, соответствующими началу этого
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Рис. 1. Решения задачи (6): точное (пунктир), схема Эйлера (отдельные точки) и (1,1)-
схема (сплошная).

промежутка, так что и значение функции f(x, y) остается посто-
янным, поэтому: чем быстрее значение этой функции меняется
от одного промежутка к следующему, тем большую можно ожи-
дать погрешность. Это невыгодное обстоятельство имеет место
обыкновенно там, где значения f(x, y) или уничтожаются, или
же становятся бесконечно большими.» [4]

Это высказывание Эйлера было процитировано А.Н. Крыловым в его
знаменитых Лекциях по приближенным методам (1911 год), спустя полто-
ры сотни лет. Однако для уравнения Риккати упомянутое выше «невыгод-
ное обстоятельство» не возникло бы вовсе, если бы с самого начала стояла
задача правильно описать зависимость решения начальной задачи от y0.

Как известно, общее решение уравнения Риккати является дробно-
линейной функцией константы

y =
α(x)c+ β(x)

γ(x)c+ δ(x)

и наоборот, всякое уравнение 1-го порядка, общее решение которого зави-
сит от константы интегрирования дробно-линейно, является уравнением
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Риккати. Чтобы подобрать c для решения начальной задачи, мы должны
разрешить уравнение

y0 =
α(x0)c+ β(x0)

γ(x0)c+ δ(x0)
,

из которого c найдется как дробно-линейная функция y0. Поскольку
суперпозиция дробно-линейных преобразований опять является дробно-
линейным, решение начальной задачи для уравнения Риккати является
дробно-линейной функцией y0, то есть

y =
α(x, x0)y0 + β(x, x0)

γ(x, x0)y0 + δ(x, x0)
.

Если фиксировать x и x0, а начальное и конечное значения, то есть y0 и y,
вообразить как подвижные точки на двух проективных прямых, то можно
сказать, что начальная задача задает связь между этими точками. Будем
называть эти прямые начальным и конечным слоем, тогда можно сказать,
что начальная задача для уравнения Риккати задает проективное соот-
ветствие между начальным и конечным слоем, причем это свойство вы-
деляет уравнения Риккати из всех прочих дифференциальных уравнений
вида (3).

Тем же путем сопоставим сетке x0, x1, . . . семейство слоев, тогда началь-
ная задача задает проективное соответствие между точкой y0 на начальном
слое и точкой yn на n-м слое. При этом между двумя слоями устанавлива-
ется взаимно-однозначное соответствие, а схема Эйлера

yn+1 = yn + (pn + qnyn + rny
2
n)∆x

нарушает это условие: заданному yn отвечает одно значение yn+1, но задан-
ному yn+1 отвечают два значения yn. За каждый шаг количество корней
возрастает вдвое, поэтому заданному yn отвечает 2n значений y0. Однако,
минимальные поправки в схеме позволят сохранить тип зависимости от y0:

yn+1 − yn = (pn + qnyn + rnynyn+1)∆x (7)

задает (1, 1)-соответствие между соседними, а следовательно, и любыми
слоями. С точки же зрения аппроксимации уравнения Риккати эта схема
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не лучше, и не хуже схемы Эйлера [23]. Однако решение задачи (6) по схеме
Эйлера развалилось на подходе к подвижному полюсу при x = π

2 , а решение
найденное по схеме (7) проходит его без заметного накопления ошибки, см.
рис. 1. Отмеченное свойство схемы (7) можно вывести, воспользовавшись
сохранением ангармонического отношения четырех точек при проективных
преобразованиях [24].

Стало быть, с вычислительной точки зрения уравнение Риккати «про-
сто» не потому, что его решение можно представить в виде отношения
двух рядов, и не потому, что его можно свести к линейному уравнению
2-го порядка. Дело же в том, что для уравнения Риккати можно постро-
ить разностную схему, которая точно передает дробно-линейный характер
зависимости решения начальной задачи от y0; вычисления по этой схе-
ме можно продолжать через подвижные полюса без заметного накопления
ошибок.

3.2. Интегрирование других уравнений

Допустим теперь, что уравнение (3) отлично от уравнения Риккати, но его
общее решение зависит от константы алгебраически. Тогда это уравнение
допускает рациональный интеграл r, а решение начальной задачи (5) да-
ется уравнением

r(x, y) = r(x0, y0),

одной степени n относительно y и y0, поэтому начальная задача задает про-
ективное (n, n)-значное соответствие между слоями. Сказанное нисколько
не противоречит теореме о единственности решения задачи Коши.

Пример 2. Интегральные кривые уравнения

dy

dx
= −x

y
(8)

представляют собой концентрические окружности

x2 + y2 = c.
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При x0 6= 0 и любом конечном y0 решение начальной задачи для (8) дается
рядом

y = y0 −
x0
y0

(x− x0) + . . . ,

который можно продолжить на всю комплексную плоскость до двузначной
аналитической функции

y =
√
x2 − x20 − y20.

Среди разностных схем для (3) выделяются те, которые как и точное
решение задают (n, n)-значное соответствие между слоями.

Пример 3. Схема Эйлера для уравнения (8) записывается так

yi(yi+1 − yi) = −xi∆x

и поэтому задает (1, 2)-соответствие между соседними слоями. Как видно
на рис. 2, решение, найденное по этой схеме, разваливается возле особой
точки и начинает случайным образом «прыгать» с одной интегральной
кривой на другую. Однако совсем нетрудно составить схему, задающую
(2, 2)-соответствие между слоями, слегка симметризовав схему Эйлера:

yi+1 + yi
2

(yi+1 − yi) = −xi∆x.

Таким образом, дифференциальные уравнения, общие решения которых
зависят от константы алгебраически, интересны тем, что для них всегда
можно составить разностную схему, задающую (n, n)-значное соответствие
между слоями, вычисления по которым можно продолжить за подвижные
особые точки без заметного накопления ошибки.

Существование (n, n)-схемы доказать не трудно, ведь в теории можно
взять интеграл r и принять формулы

r(xi, yi) = r(xi+1, yi+1)

за формулы перехода от слоя к слою. Для практических же нужд важно
разработать алгоритмы построения таких схем.
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Рис. 2. Решение уравнения (8), найденное по методу Эйлера.
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Рис. 3. Вещественная (сплошная) и мнимая части (точки) решения уравнения (8),
найденного по (2,2)-схеме.
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Замечание. При построении таких схем важно иметь ввиду, что (n, n)-
значное соответствие получается между любыми двумя слоями. Каждый
слой подразделяется на наборы по n точек в каждом, а уравнение перехода
со слоя на слой задает взаимно-однозначное соответствие не между точка-
ми слоев, но между этими наборами. В терминологии Луиджи Кремоны
[25], n. 21, на каждом слое задана инволюция n-го порядка, те сеть семей-
ство I подмножеств проективной прямой P, каждое из которых составлено
из n точек, обладающие тем свойством, что всякая точка из P принадлежит
одному и только одному подмножеству семейства I. Однако вскоре во все-
общее употребление в проективной геометрии вошло представление об ин-
волюции как о циклическом проективном преобразовании 2-го порядка [26],
гл. 2, §6. Поводом к обоим названиям послужили сочинения Шаля по исто-
рии геометрии [27], прим. X, но второй вариант кажется более логичным.
Если T —проективное преобразование второго порядка, то всевозможные
пары (y, Ty) точек проективной прямой образуют подразделение прямой
2-го порядка, однако это лишь частный случай подразделения прямой. По-
скольку проективное отображение сохраняет ангармоническое отношение
четырех точек, для любых четырех точек y1, . . . , y4 проективной прямой
верно

(y1, y2, y3, y4) = (Ty1, T y2, T y3, T y4)

и в частности

(y1, y2, y3, T y3) = (Ty1, T y2, T y3, T
2y3) = (Ty1, T y2, T y3, y3).

Это последнее равенство означает, что шесть точек y1, T y1, . . . , T y3 состоят
в инволюции в том смысле, в котором этот термин использовали старые
геометры [27], прим. X, n. 32. Следующее за Кремоной поколение итальян-
ских геометров предпочитало более пространное описание I, говоря об «ал-
гебраическом ряде групп, состоящих из n точек» [21], n. 5. Однако и это
название не может теперь использоваться из-за неудачной коннотации с
понятием группы.
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4. Аналитическое интегрирование дифференциальных

уравнений, общее решение которых зависит от кон-

станты алгебраически

Большинство уравнений 1-го порядка, которые интегрируют в элементар-
ных курсах дифференциальных уравнений [28], и из них все наиболее по-
пулярные, обладают общим решением, зависящим от константы алгебра-
ически, причем с точки зрения этой зависимости классификация элемен-
тарных методов интегрирования выглядит весьма просто. Простейший тип
зависимости общего решения от константы— линейная зависимость:

y = α(x)c+ β(x);

исключение постоянной приводит к уравнению

dy

dx
= p(x) + q(x)y,

которое называют линейным. Самая общая зависимость, при которой меж-
ду y и c имеется взаимно-однозначное соответствие, — дробно-линейная:

y =
α(x)c+ β(x)

γ(x)c+ δ(x)
,

исключение постоянной приводит к уравнению

dy

dx
= p(x) + q(x)y + r(x)y2,

которое называют уравнением Риккати, причем всякое дифференциаль-
ное уравнение такого вида имеет общее решение, зависящее от константы
дробно-линейно. Уравнение Бернулли

dy

dx
= q(x)y + r(x)yn

доставляет пример уравнения, общее решение которого зависит от кон-
станты алгебраически, но не рационально, поскольку уравнение Бернулли
сводится алгебраической заменой к линейному.
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С этой точки зрения теорема 2 Пенлеве — естественное завершение эле-
ментарной теории интегрирования дифференциальных уравнений, которое
для практики необходимо дополнить лишь разъяснениями относительно
того, каким образом можно отыскать замену, существование которой га-
рантирует теорема.

Замечание. Г. Энештрём, написавший исторические комментарии к ста-
тьям в франко-германской Энциклопедии физико-математических наук, в
т.ч и к статье Пенлеве, с удивлением отметил случаи, когда авторы XVIII
века забывали добавлять константы в общее решение; более того, до Пуан-
каре и Пенлеве вопрос о зависимости решения начальной задачи от началь-
ных данных даже не ставился. До сих пор зависимость общего решения от
x считается более важной по сравнению с зависимостью от константы, а из-
ложенная выше элементарная теория интегрирования дифференциальных
уравнений подается как набор на удачу открытых подстановок.

5. Заключение

Дифференциальные уравнения (3), общие решения которых зависит от
константы алгебраически, обладают двумя замечательными свойствами:

• для их численного решения можно предложить разностные схемы, ко-
торые точно описывают зависимость от константы и поэтому проходят
через подвижные особые точки без существенного накопления ошиб-
ки,

• для их аналитического решения всегда можно подобрать алгебраиче-
скую замену, сводящую их к уравнению Риккати.

Дело же стоит за разработкой алгоритмов построения таких схем и пре-
образований. При этом нельзя не заметить, что метод конечных разностей
играет в теории уравнений, обладающих двойственным свойством Пенле-
ве, ту же роль, что метод разложения в степенной ряд в теории уравнений,
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обладающих свойством Пенлеве. В прошлом веке было принято противопо-
ставлять аналитические и численные методы, однако методы, основанные
на разложениях в степенных ряды, когда-то тоже были численными и лишь
со временем были осмыслены как «аналитические». Можно надеяться, что
метод конченых разностей удастся осмыслить как аналитический или даже
алгебраический метод решения дифференциальных уравнений.

Замечание. В XX веке идея перенести свойство Пенлеве на разностые
уравнения возникала несколько раз [3], последний— в 1990-х годах: Conte и
Musette [29], стр. 901, предложили перенести определение свойства Пенлеве
на разностные уравнения прямо: разностное уравнение

∆y = f(x, y,∆x)

обладает свойством Пенлеве, если оно допускает общее решение y =

f(x,∆x) в некоторой окрестности точки ∆x = 0, зависимость которой от
переменной x допускает в качестве подвижных особых точек разве только
полюса. При таком подходе, конечно, переменная x принимает значения в
некотором континууме, а не дискретный набор значений x0, x0 + ∆x, . . . .
Пока не ясно, как можно употребить эти соображения при анализе раз-
ностных схем для дифференциальных уравнений.
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professées à Stockholm (septembre, octobre, novembre 1895) sur
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On the differential equations which general solutions are algebraic functions of
a constant.
M.D. Malykh.
Moscow State University Materials Science Department and Peoples’ Friendship
University of Russia, Faculty of Science.
E-mail: malykhmd@yandex.ru.

The 1st order differential equation of the form y′ = f(x, y) is considered
under two assumptions: 1.) right part of the equation is rational function of y
and 2.) its general solution is an algebraic function of a constant. The majority
of the differential equations integrated in elementary courses belongs to this
class. Its studying was begun in the first works of Painlevé as alternative for
Painleve property, and then thrown for a long time. From the analytical point
of view these equations are remarkable that they can be reduced by algebraic
substitution to Riccati equation (Painlevé, 1890); moreover, this is natural end
of the elementary theory of integration of the differential equations. From the
computing point of view they are remarkable that it is possible to construct
finite differeces schemes which correctly movable describe singularity.

Keywords: Painleve property, finite difference schemes, Möbius
transformation, solving in finite terms.
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Œuvres de Painlevé. T. 2. Paris: CNRS, 1974. P. 237-461.

14) Umemura H. Birational automorphism groups and differential equations.
// Nagoya Math. J. 1990. V. 119. P. 1-80.

15) Golubev W.W. Lectures on integration of the equations of motion of a
rigid body about a fixed point. Jerusalem, 1960.

24



16) Goriely A. Integrability and nonintegrability of dynamical systems. World
Scientific Publ., 2001.
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Géométrie moderne. M. Hayez, 1837.

28) Matveev N.M. Metody integrirovanija obyknovennyh differencial’nyh
uravnenij [Methods for integration of the ordinary differential equations].
Moskva: Vysshaja shkola, 1967. (in Russian)

29) Ablowitz M.J., Halburd R., Herbst B. On the extension of the Painlevé
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